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√
−17 U^�^		!	�
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F����5 �� �����^�� �_���� 
^��"
^������ ����!���� �� �`!��7 G����'�5 	��


^��"
^��`���� � ������ ��� ^�^	����� "������� ��1�	� `���`�!���� � ��	����� C

	1^	�!_�� ������ ����������
��� 	1"���� ^_���^��� ��� ����`����� ^	�"_������5

�����1� `� ��� `���^%� 	1"����^�� �1^������1���7

�� "���������� �� ��� �	����

X��� ������� df������ 	�� ������� �� ed�� ��� 	5����
e	� ��� ������� �d����	� N ��

��� ������� ��	d���� Z9 d���� ��� 	�� fd	f�	� �d�� 	5d���d� �������� Z/nZ; _�� "���� 	��

d�������� �� f� ������� �d�� 	5�e��� �� 	d ��f���� @ �� f� f�d����;

!�!� .�����?����� � ��@�� ��@	

2��������� ># ]����� a �� b ���� ������� ��	d����; Y� ��� ��� a ������ b 6�� ��� b ��� ��


�	��	� �� a79 �� �� ���� a | b9 �5�	 ������ �� ������ n ��	 ��� b = an; ]� a �� ������ d� b9
�� ���� a � b;

=��������� % �2������� ��G	������� # F����� a ∈ Z+ b ∈ N∗
- <	 ������ �� ������

M��	� (q, r) ∈ Z× N ��	 ���

a = bq + r, K��M 0 ≤ r ≤ b− 1.

q �(K�		� 	� ��������+ r 	� �����+ �� 	K �������� ��M	������� �� a K� b-

#�3���� �� 5�
����
5� 	����� n 

2��������� ?# ]��� n �� ������ �d����	 ��� ��	; Y� ���� nZ = {nk, k ∈ Z}; ]� x �� y
���� ���� �������9 �� ���� x ≡ y (mod n) �� x − y ∈ nZ; �� �� ��� d	��� ��� x �� y ����

M������ 
���	� n;

2��������� @# ]��� n �� ������ �d����	 ��� ��	; V5d���d� �������� �� Z d� nZ ���

���" Z/nZ; Y� ���� �"�"�d	�
��� x 6�� ẋ7 	d f	d��� �5�� ������ x �d�� Z/nZ; K����9

Z/nZ = {0, 1, . . . , n− 1};

-'#$ 

2��������� A# � ]����� a1, . . . , an ��� �������; S	 ������ �� ������ ������ �d����	 d
��	 ��� a1Z + · · · + anZ = dZ; K���� �"/��9 d �5d�		� 	� �M� �� a1, . . . , an �� ��

���� d = �f�(a1, . . . , an); V5������ d ��� d���� 	� 	�� ��d�� ������ �d����	 �����d��

���� 	�� ai 61 ≤ i ≤ n7;
� V������ pgcd (a1, . . . , an) = 19 �� ��� ��� 	�� ������� a1, . . . , an ���� ��
���� �����

��� �K�� 	��� ����
L	�; V������ pgcd (ai, aj) = 1 �!� ��� i �= j9 	�� ������� ai ����
���� ��
���� ����� ��� ���� � ����;
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E�
K���� >- � N�� ������� ��
���� ����� ��� ���� � ���� ���� ��
���� ����� ���

�d�� 	��� ����
e	�;

� S	 �"��	�� �� 	d �"/������ �� �f� ��� 	�� ��������� f�

��� � ��� �d
�		� �5�������

���� 	�� ��������� �� �f�;

� V������ a1, . . . , an ���� ��� �������9 �� d

∀a ∈ Z, pgcd (aa1, . . . , aan) = |a| pgcd (a1, . . . , an).
� V� �f� �� ���� ������� a �� b �� ���� d���� a ∧ b;

A

�
�����
� % �0����� # 7�� ������� a1, . . . , an ���� ��
���� ����� ��� �K�� 	��� ��,

��
L	� �� �� ���	�
��� �(�	 ������ ��� ������� u1, . . . , un ��	� ��� u1a1 + · · ·+ unan = 1-

E�
K���� ?- V������ ���� ������� a �� b ���� ��
���� ����� ���9 	� ��"��!
� �� L�����

d����� 	5�������f� �5�� f��	� (u, v) ∈ Z2
��	 ��� au+ bv = 1; S	 ������ �� 
���� �d�����

�� fd	f�	�� �� ��	 f��	� (u, v)9 d�	" d	������
� �5O�f	��� 6���� 	5����f�f� ?7;

A

�
�����
� & �5E��� # F����� a+ b �� c ����� �������- F� a ������ 	� ������ bc �� �� a ��

b ���� ��
���� ����� ���+ K	��� a ������ c-

=��������� ?# F� �� ������ a ��� ��
��� K��M ��� ������� b1, . . . , bn+ K	��� a ��� ��
���

K��M 	� ������ b1 . . . bn-

=��������� @# F����� a1, . . . , an n ������� ��
���� ����� ��� ���� � ���� �� b ��

������- ?� ������ a1 · · · an ������ b �� �� ���	�
��� �� ��� ���� i+ ai ������ b-

--#+ 

2��������� B# ]����� a1, . . . , an ��� �������; S	 ������ �� ������ ������ �d����	 d ��	 ���

a1Z ∩ · · · ∩ anZ = dZ; K���� �"/��9 d �5d�		� 	� M
 �� a1, . . . , an �� �� ���� d =
ppcm (a1, . . . , an); V5������ d ��� d���� 	� 	�� ���� ������ �d����	 ��� ��	 
�	��	� �� ����

	�� ai (1 ≤ i ≤ n);

E�
K���� @- � S	 �"��	�� �� f���� �"/������ ��� 	�� 
�	��	�� f�

��� � ��� �d
�		�

�5������� ���� 	�� 
�	��	�� �� 	��� f
;

� Y� d �df�	�
���

∀a ∈ Z, ppcm (aa1, . . . , aan) = |a| ppcm (a1, . . . , an).

� V� f
 �� ���� ������� a �� b �� ���� d���� a ∨ b;

=��������� A# F����� a1, . . . , an ��� ������� ��
���� ����� ��� ���� � ����- 4	���

ppcm (a1, . . . , an) = |a1 · · · an|.

=��������� B# C��� ���� ������� a �� b+ �� K pgcd (a, b)× ppcm (a, b) = |ab|-

!�"� 7�	?��� ���	����

2��������� C# Y� ��� ��5�� ������ �d����	 p ≥ 2 ��� �� ��
L�� ��
��� �� ��� ���	�

��������� ���� p,−p, 1 �� −1;

A

�
�����
� ' �A�����
� ����E
���E	 �� 	�E����
������ # G��� ������ �K����	

n ≥ 2 �(�M��� �� 
K����� ������ � 	(����� ��� ���� 	K ���
�

n = pα1
1 · · · pαk

k , (∗)
�" 	�� pi ���� ��� ��
L��� ��
���� ������M�� �� 	�� αi ��� ������� �K����	� ��� ��	�- ?K

��	K���� (∗) �(K�		� 	K �"f�
������� �� n �� �df����� ��
����-

E�
K���� A- � �̂�� ������ n9 |n| ≥ 29 ��� ������e	� d� �� ��
e�� ��
���;

�� �/'1&*1'.2# 02/ )#0 #+1'#/0 ��

� ]� n = pα1
1 · · · pαk

k �� m = pβ1

1 · · · pβk

k 9 �+ 	�� pi ���� ��� ��
e��� ��
���� ������f��

�� 	�� αi, βi ��� ������� �d����	�9 d	��� �f�(n,m) = pγ11 · · · pγkk �� f
(n,m) =

pδ11 · · · pδkk �+ γi = inf(αi, βi) �� δi = sup(αi, βi);

=��������� C# F� �� ��
L�� ��
��� p �� ������ K� �� ������ a+ K	��� p �� a ����

��
���� ����� ���-

=��������� D# F� �� ��
L�� ��
��� ������ �� ������ �(������� a1 · · · an+ �	 ������ K�


���� 	(�� ��� �KM����� ai �� M� ������-

=��������� E# ?(����
L	� ��� ��
L��� ��
���� ��� ��%��-

*��
	��2��
	" W^�������� ^� 	1^_����� �� ������� ��1�	 � ^�� �� ��
_�� +�� �� ��
_���

��
����7 X��� N 	� 	�� ��^�� �1����� ���7 U����� M = N ! + 1 �� �"������� ^� p �� ��
_��

��
��� �����^�� M 7 H�

� p ≤ N 5 �� ^ p | (N !)5 ���` p | (M −N !) = 15 `� ��� ��� ^_�����7 �

=��������� F# F��� p �� ��
L�� ��
��� �� k �� ������+ 1 ≤ k ≤ p− 1- 4	��� p |
(
p

k

)
-

=��������� >=# F��� n ≥ 2 �� ������- ?(K���K� Z/nZ ��� �� M��� �� �� ���	�
��� ��

n ��� ��
���-

A

�
�����
� ( �4��
E� # F��� p ≥ 2 �� ��
L�� ��
���- 4	���

∀a ∈ Z, ap ≡ a (mod p)

��

∀a ∈ Z, p � a, ap−1 ≡ 1 (mod p).

A�����
� ) �D�	��� # H� ������ p ≥ 2 ��� �� ��
L�� ��
��� �� �� ���	�
��� ��

(p− 1)! ≡ −1 (mod p).

*��
	��2��
	" )
	����
	 	�4���2��" X� p = 2 �� p = 35 `1��� "������7 U��� ��^���� 	� `^� p > 35
�� `�

��`� ^� ��`���`��� 	�� "	"
���� x �� ����� 
�	��	�`^��� (Z/pZ)∗ "�^�� � 	��� �������7

N	� �"��+��� x2 = 15 `1���6�6���� (x− 1)(x+ 1) = 07 Q�� ���	� "	"
���� �� (Z/pZ)∗ "�^�� � 	����

�������� ���� ���` x = 1 �� x = −17 T� �^��� 	�� ^����� 2, 3, . . . , p− 2 ��

p−3
2 ^���� �1"	"
����

{xi, yi} ��		�� ��� xiyi = 17 X� k = p−3
2 5 �� ��� "`����

2 · 3 · · · p− 2 =
k∏

i=1

(xiyi) = 1 ���` (p− 1)! ≡ −1 (mod p).

)
	����
	 ����2	��" X������ p ��� ��
���5 �� ������ a �� �������� �� p �"��+^�� 1 < a < p7

T� ^ a | [(p − 1)! + 1] ^� �����!��5 �� a | (p − 1)! ������ 1 < a < p5 ���` a | 1 `� ��� ���

^_�����7 �

!�#� /���@�@��

3���G�G� %# N"���
���� 	�� ���	��� (a, b, c) ∈ (N∗)3 ��	� ���

(i) f
(a, b) = 42 (ii) �f�(a, c) = 3 (iii) a+ b+ c = 29.

/
����
	" I1^�!� 2��35 3 | a �� 3 | c5 ���` 3 | (a + c)7 H�

� b = 29 − (a + c)5 b �1��� ^� ��


�	��	� �� <5 �� 3 "�^�� ��
���5 3 ∧ b = 17 J� ���	��^�� 2�3 �� ^ b | 42 = 3 × 14 �� �1^�!� 	�

��"��!
� �� L^���5 b | 147 I��` b ∈ {1, 2, 7, 14}7 R^�� 29− b = a+ c ��� ������_	� ^� <5 `� ���

��������� 	�� �^	���� ����_	�� �� b � ; �� :=7

� X� b = 25 a ∈ {21, 42} �1^�!� 2�37 R^�� a ≤ 29 �1^�!� 2���35 ���` a = 21 �� c = 6 ^��`

2���37

� X� b = 145 a ∈ {3, 6, 21, 42} �1^�!� 2�37 Q^ ��	^���� 2���3 ����^%�� a ≤ 29 − b = 155 �1�(
a ∈ {3, 6}7 X� a = 35 c = 12 ^� 2���3 D �� a = 6, c = 97
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E�
K���� >- � N�� ������� ��
���� ����� ��� ���� � ���� ���� ��
���� ����� ���

�d�� 	��� ����
e	�;

� S	 �"��	�� �� 	d �"/������ �� �f� ��� 	�� ��������� f�

��� � ��� �d
�		� �5�������

���� 	�� ��������� �� �f�;

� V������ a1, . . . , an ���� ��� �������9 �� d

∀a ∈ Z, pgcd (aa1, . . . , aan) = |a| pgcd (a1, . . . , an).
� V� �f� �� ���� ������� a �� b �� ���� d���� a ∧ b;

A

�
�����
� % �0����� # 7�� ������� a1, . . . , an ���� ��
���� ����� ��� �K�� 	��� ��,

��
L	� �� �� ���	�
��� �(�	 ������ ��� ������� u1, . . . , un ��	� ��� u1a1 + · · ·+ unan = 1-

E�
K���� ?- V������ ���� ������� a �� b ���� ��
���� ����� ���9 	� ��"��!
� �� L�����

d����� 	5�������f� �5�� f��	� (u, v) ∈ Z2
��	 ��� au+ bv = 1; S	 ������ �� 
���� �d�����

�� fd	f�	�� �� ��	 f��	� (u, v)9 d�	" d	������
� �5O�f	��� 6���� 	5����f�f� ?7;

A

�
�����
� & �5E��� # F����� a+ b �� c ����� �������- F� a ������ 	� ������ bc �� �� a ��

b ���� ��
���� ����� ���+ K	��� a ������ c-

=��������� ?# F� �� ������ a ��� ��
��� K��M ��� ������� b1, . . . , bn+ K	��� a ��� ��
���

K��M 	� ������ b1 . . . bn-

=��������� @# F����� a1, . . . , an n ������� ��
���� ����� ��� ���� � ���� �� b ��

������- ?� ������ a1 · · · an ������ b �� �� ���	�
��� �� ��� ���� i+ ai ������ b-

--#+ 

2��������� B# ]����� a1, . . . , an ��� �������; S	 ������ �� ������ ������ �d����	 d ��	 ���

a1Z ∩ · · · ∩ anZ = dZ; K���� �"/��9 d �5d�		� 	� M
 �� a1, . . . , an �� �� ���� d =
ppcm (a1, . . . , an); V5������ d ��� d���� 	� 	�� ���� ������ �d����	 ��� ��	 
�	��	� �� ����

	�� ai (1 ≤ i ≤ n);

E�
K���� @- � S	 �"��	�� �� f���� �"/������ ��� 	�� 
�	��	�� f�

��� � ��� �d
�		�

�5������� ���� 	�� 
�	��	�� �� 	��� f
;

� Y� d �df�	�
���

∀a ∈ Z, ppcm (aa1, . . . , aan) = |a| ppcm (a1, . . . , an).

� V� f
 �� ���� ������� a �� b �� ���� d���� a ∨ b;

=��������� A# F����� a1, . . . , an ��� ������� ��
���� ����� ��� ���� � ����- 4	���

ppcm (a1, . . . , an) = |a1 · · · an|.

=��������� B# C��� ���� ������� a �� b+ �� K pgcd (a, b)× ppcm (a, b) = |ab|-

!�"� 7�	?��� ���	����

2��������� C# Y� ��� ��5�� ������ �d����	 p ≥ 2 ��� �� ��
L�� ��
��� �� ��� ���	�

��������� ���� p,−p, 1 �� −1;

A

�
�����
� ' �A�����
� ����E
���E	 �� 	�E����
������ # G��� ������ �K����	

n ≥ 2 �(�M��� �� 
K����� ������ � 	(����� ��� ���� 	K ���
�

n = pα1
1 · · · pαk

k , (∗)
�" 	�� pi ���� ��� ��
L��� ��
���� ������M�� �� 	�� αi ��� ������� �K����	� ��� ��	�- ?K

��	K���� (∗) �(K�		� 	K �"f�
������� �� n �� �df����� ��
����-

E�
K���� A- � �̂�� ������ n9 |n| ≥ 29 ��� ������e	� d� �� ��
e�� ��
���;

�� �/'1&*1'.2# 02/ )#0 #+1'#/0 ��

� ]� n = pα1
1 · · · pαk

k �� m = pβ1

1 · · · pβk

k 9 �+ 	�� pi ���� ��� ��
e��� ��
���� ������f��

�� 	�� αi, βi ��� ������� �d����	�9 d	��� �f�(n,m) = pγ11 · · · pγkk �� f
(n,m) =

pδ11 · · · pδkk �+ γi = inf(αi, βi) �� δi = sup(αi, βi);

=��������� C# F� �� ��
L�� ��
��� p �� ������ K� �� ������ a+ K	��� p �� a ����

��
���� ����� ���-

=��������� D# F� �� ��
L�� ��
��� ������ �� ������ �(������� a1 · · · an+ �	 ������ K�


���� 	(�� ��� �KM����� ai �� M� ������-

=��������� E# ?(����
L	� ��� ��
L��� ��
���� ��� ��%��-

*��
	��2��
	" W^�������� ^� 	1^_����� �� ������� ��1�	 � ^�� �� ��
_�� +�� �� ��
_���

��
����7 X��� N 	� 	�� ��^�� �1����� ���7 U����� M = N ! + 1 �� �"������� ^� p �� ��
_��

��
��� �����^�� M 7 H�

� p ≤ N 5 �� ^ p | (N !)5 ���` p | (M −N !) = 15 `� ��� ��� ^_�����7 �

=��������� F# F��� p �� ��
L�� ��
��� �� k �� ������+ 1 ≤ k ≤ p− 1- 4	��� p |
(
p

k

)
-

=��������� >=# F��� n ≥ 2 �� ������- ?(K���K� Z/nZ ��� �� M��� �� �� ���	�
��� ��

n ��� ��
���-

A

�
�����
� ( �4��
E� # F��� p ≥ 2 �� ��
L�� ��
���- 4	���

∀a ∈ Z, ap ≡ a (mod p)

��

∀a ∈ Z, p � a, ap−1 ≡ 1 (mod p).

A�����
� ) �D�	��� # H� ������ p ≥ 2 ��� �� ��
L�� ��
��� �� �� ���	�
��� ��

(p− 1)! ≡ −1 (mod p).

*��
	��2��
	" )
	����
	 	�4���2��" X� p = 2 �� p = 35 `1��� "������7 U��� ��^���� 	� `^� p > 35
�� `�

��`� ^� ��`���`��� 	�� "	"
���� x �� ����� 
�	��	�`^��� (Z/pZ)∗ "�^�� � 	��� �������7

N	� �"��+��� x2 = 15 `1���6�6���� (x− 1)(x+ 1) = 07 Q�� ���	� "	"
���� �� (Z/pZ)∗ "�^�� � 	����

�������� ���� ���` x = 1 �� x = −17 T� �^��� 	�� ^����� 2, 3, . . . , p− 2 ��

p−3
2 ^���� �1"	"
����

{xi, yi} ��		�� ��� xiyi = 17 X� k = p−3
2 5 �� ��� "`����

2 · 3 · · · p− 2 =

k∏
i=1

(xiyi) = 1 ���` (p− 1)! ≡ −1 (mod p).

)
	����
	 ����2	��" X������ p ��� ��
���5 �� ������ a �� �������� �� p �"��+^�� 1 < a < p7

T� ^ a | [(p − 1)! + 1] ^� �����!��5 �� a | (p − 1)! ������ 1 < a < p5 ���` a | 1 `� ��� ���

^_�����7 �

!�#� /���@�@��

3���G�G� %# N"���
���� 	�� ���	��� (a, b, c) ∈ (N∗)3 ��	� ���

(i) f
(a, b) = 42 (ii) �f�(a, c) = 3 (iii) a+ b+ c = 29.

/
����
	" I1^�!� 2��35 3 | a �� 3 | c5 ���` 3 | (a + c)7 H�

� b = 29 − (a + c)5 b �1��� ^� ��


�	��	� �� <5 �� 3 "�^�� ��
���5 3 ∧ b = 17 J� ���	��^�� 2�3 �� ^ b | 42 = 3 × 14 �� �1^�!� 	�

��"��!
� �� L^���5 b | 147 I��` b ∈ {1, 2, 7, 14}7 R^�� 29− b = a+ c ��� ������_	� ^� <5 `� ���

��������� 	�� �^	���� ����_	�� �� b � ; �� :=7

� X� b = 25 a ∈ {21, 42} �1^�!� 2�37 R^�� a ≤ 29 �1^�!� 2���35 ���` a = 21 �� c = 6 ^��`

2���37

� X� b = 145 a ∈ {3, 6, 21, 42} �1^�!� 2�37 Q^ ��	^���� 2���3 ����^%�� a ≤ 29 − b = 155 �1�(
a ∈ {3, 6}7 X� a = 35 c = 12 ^� 2���3 D �� a = 6, c = 97
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S"`���^���
���5 �� ^ ���` (a, b, c) = (21, 2, 6)5 (3, 14, 12) �� (6, 14, 9)7 W"`������
���5 �� �"��+�

�^`�	�
��� ��� `�� ���	��� ���� ��	�����7

3

�
���G�G� &# ! ]����� a �� b ≥ 2 ���� ������� �d����	� ��� ��	� ��
���� ����� ���;

W������ ���

∃!(u0, v0) ∈ N2, u0a− v0b = 1, d��f u0 < b �� v0 < a (∗)

�� ����
�� �� ���f���� �� u0, v0, a �� b ���� 	�� f��	�� (u, v) ∈ Z2
��	������ �� ua−vb = 1;

" N"���
���� ���� ������� u �� v �"��/d�� 47u+ 111v = 1;

/
����
	" 
	 Q� ��"��!
� �� G����� ^����� 	1�������`� �� ���� ������� u1 �� v1 �"��+^�� u1a −
v1b = 17 T� �*�`��� ������� 	^ �������� ��`	������� �� u1 ^� b C u1 = bq+u05 ^��` 0 ≤ u0 < b7 T�

�_����� (bq+u0)a−v1b = 1 = u0a−v0b5 ^��` v0 = v1−aq7 I��` −1 ≤ v0b = u0a−1 < u0a < ba5
�� �� �����^�� ^� b ≥ 25 �� ���� 0 ≤ v0 < a7 F����5 ����� `��	� (u0, v0) �"��+� 	1^�������� (∗)7
H�`� "�^��5 `�����"���� �� `��	� (u, v) �"��+^�� ua− vb = 17 J� ����^�`�^�� � (∗)5 �� �_�����

(u− u0)a = (v − v0)b. (∗∗)

H�`� 
����� ��� a | (v − v0)b �� `�

� a �� b ���� ��
���� ����� ���5 	� ��"��!
� �� L^���

����^%�� a | (v − v0)7 X��� k ∈ Z ��	 ��� v = v0 + ka7 J� ��
	^ ^�� �^�� (∗∗)5 �� �_�����

(u, v) = (u0 + kb, v0 + ka)7 H�`� ����� ��� 	� `��	� (u0, v0) ��� _��� 	1������ `��	� �"��+^��

	^ ����"�" (∗)5 �� �"`������
���5 �� �"��+� �^`�	�
��� ��� 	�� `��	�� �� `���� ���
� ����

��	������ �� ua− vb = 17

�	 Q�� ��
_��� =@ �� ::: ���� ��
���� ����� ���5 u �� v �������� ���`7 S��� ^		��� 	�� �"���
����

���`� � 	1^	������
� �1J�`	���7 T� �*�`��� �1^_��� 	^ �������� ��`	������� �� ::: ^� =@

111 = 47× 2 + 17,

��� �� ��!�� �� �����^�� �������� 	� ��������� ^� 	� �����5 �����1� `� ��� 	� ����� "�^	� : C

47 = 17× 2 + 13, 17 = 13× 1 + 4, 13 = 4× 3 + 1.

T� ^�� 
^�����^�� �� 1 = 13− 4× 3 �� �� ��
���� C

1 = 13 − 4 × 3 = 13 − (17 − 13 × 1) × 3 = 4 × 13 − 3 × 17 = 4 × (47 − 17 × 2) − 3 × 17 =
4× 47− 11× 17 = 4× 47− 11× (111− 47× 2) = 26× 47− 11× 1115 �1�( 	� �"��	�^� ^��` u = 26
�� v = −117

E�
K����- S	 ������ ��� �"��	�d�� d�d	����� ��� 	�� �	��(
�� 6���� 	5����f�f� @ d�� C=7;

3���G�G� '# >� W������ ��� ��� ���� ������ �d����	 n9 5 | (23n+5 + 3n+1);
?� W������ ��� ��� ���� ������ n9 30 | (n5 − n);

@� [��	 ��� 	� ����� �� 	d �������� ��f	������� �� 16(2
1000)

d� D J

/
����
	" �� T� ^ 25 ≡ 2 (mod 5) �� 23n ≡ 8n ≡ 3n (mod 5) ���` 23n+5 ≡ 2 · 3n (mod 5) ��

23n+5 + 3n+1 ≡ 2 · 3n + 3 · 3n ≡ 0 (mod 5)7

�� I1^�!� 	� ��"��!
� �� K��
^�5 n5 ≡ n (mod 5)5 `1���6�6���� 5 | (n5 − n)7
I� 
#
�5 n3 ≡ n (mod 3) ���` n5 ≡ n3 · n2 ≡ n · n2 ≡ n3 ≡ n (mod 3)5 �" �" 3 | (n5 − n)7
Q�� ������� n �� n5

^�^�� 
#
� ^���"5 �� ^ ^���� 2 | (n5 − n)7
I� 	�� ;5 < �� > ���� ��
���� ����� ��� ���� � ����5 �� +�^	�
��� 30 = 2 · 3 · 5 ������ (n5 −n)7

�� U����� N = 16(2
1000)

7 N	 �1^��� �� �"���
���� 	^ `	^��� �� `�������`� �� N 
���	� @7 H�

�

16 ≡ 2 (mod 7)5 �� ^ �"�� N ≡ 22
1000

(mod 7)7 J� ��� �1���	���� 	^ ��	^���� 26 ≡ 1 (mod 7)
2��"��!
� �� K��
^�35 ��`���`���� 	� ����� �� 	^ �������� �� 21000 ^� ?7 Q^ ��	^���� 42 ≡ 4

�� �/'1&*1'.2# 02/ )#0 #+1'#/0 ��

(mod 6) ��
�� �1�_�����5 ^� �"`�����`� ��� n5 	^ ��	^���� 4n ≡ 4 (mod 6)5 ��^�� ��� ���� n7
J� ^���`�	���5 21000 ≡ 4500 ≡ 4 (mod 6)5 ���` �	 ������ �� ������ �^����	 q ��	 ��� 21000 = 6q+47

N	 �� ����� ��1� "`����

N ≡ 26q+4 ≡ (26)q · 24 ≡ 1q24 ≡ 24 ≡ 2 (mod 7),

�� 	� ����� ��`���`�" ��� ;7

3���G�G� ( �<�
F��� �� ;�������! ��
F��� �� 4��
E� # >� A�
L��� �� @��,

�����- ]����� a ≥ 2 �� n ≥ 2 ���� �������; ]� an − 1 ��� �� ��
e�� ��
���9 
������ ���

a = 2 �� ��� n ��� �� ��
e�� ��
��� 6�� ��
e�� �� 	d ���
� 2p − 1 �+ p ��� �� ��
e��

��
���9 ��� d�	" ��
L�� �� @�������7;

?� A�
L��� �� 9��
K�- ]��� n ∈ N∗
; ]� 2n +1 ��� �� ��
e�� ��
���9 
������ ��� n ���

��� ����d�f� �� ?;

/
����
	" �� Q1�������" xn − 1 = (x− 1)(xn−1 + · · ·+ x+ 1) 
����� ���

∀x ∈ N, x ≥ 2, (x− 1) ������ (xn − 1). (∗)
Q1������ an − 1 "�^�� ��
���5 �� �� �"���� a− 1 = 15 `1���6�6���� a = 27

�`������ n = pq �( p �� q ���� ���� ������� �^����	�7 T� ^ an − 1 = 2n − 1 = (2q)p − 1 ��

����� ��� (2q − 1) ������ an − 1 �1^�!� (∗)5 `� ��� ����^%�� q = 1 �� q = n ������ an − 1 ���

��
���7 Q1������ n ��� ���` ��
���7

�� Q������ n ��� �
^��5 	1�������" xn + 1 = (x+ 1)(xn−1 − · · ·+ x2 − x+ 1) ����^%��

∀x ∈ N, ∀n ∈ N, n �
^�� , (x+ 1) ������ (xn + 1). (∗∗)
X� n �1��� ^� ��� ����^�`� �� ;5 n ^ ^� 
���� �� �^`���� �
^�� p > 17 �`������ n = pq ^��`

q ∈ N∗
7 Q1������ 2n + 1 = (2q)p + 1 ��� ������_	� ^� (2q + 1) �1^�!� (∗∗)5 ���` ��� ��
���7

F����5 n ���� #��� ��� ����^�`� �� ;7

E�
K����- Vd �"f������ �� �"��	�d� �� 	d �������� d7 ��� �d����; Zd� ���
	�9 211− 1 =
23× 49 �5��� d� ��
���; M����d��9 �� ��� ������ �df�	�
��� 	d ��
d	��" ��� ��
e���

�� W������� ���f� d� ���� ����d�� 6���� �� V�fd�7;

F��� (Yn) 	K ����� ��%��� K� Y0 = 2 �� Yn+1 = 2Y 2
n − 1- F� n ≥ 3+ 2n − 1

��� ��
��� �� �� ���	�
��� �� (2n − 1) | Yn−2-

M� ���� d ��
�� �� ������� 	� 	�� ��d�� ��
e�� ��
��� f���� �� ?=?= G 282 589 933 − 19
��
e�� �5�� �� 
���� �� ?B 
�		���� �� f��.���9 "�de	� �� ?=>E d��f 	� ���� �� V�fd�;

Y� ������ �5�	 � d ��� ��/���" �� ��
e��� �� W������� ��
���� �� d�; X����� ��� 	��

��
e��� �� W������� dd�d������ �d�� 	�� ��
e��� d��d��� 6���� 	5����f�f� >= d�� >C7;

� A�
L��� �� 9��
K�- P��
d� d�d�� �"��/" ��� 22
n
+ 1 "�d�� ��
��� ��� 0 ≤ n ≤ 4

�� ���d�� ��� 22
n
+ 1 "�d�� ��
��� ��� ���� n; Wd�� O�	�� 
����d ��� 22

5
+ 1 =

641 × 67004179 �� �� d �����5�f� �����" d�f�� d���� ��
e�� �� P��
d� ��
���; Y� ��

�d�� 
#
� d� �5�	 � �� d 2 V� ����� �5"���� ? d�� AF ����� �� ���� �� ��
d	��" ��
	�

��� ��
e��� �� P��
d�;

3���G�G� )# ]��� A 	d ��

� ��� f��.��� �� 44444444 6"f��� �d�� 	� ����!
� �"f�
d	7 ��

B 	d ��

� ��� f��.��� �� A; [�� �d�� C9 	d ��

� ��� f��.��� �� B J

/
����
	" Q1����`�`� ����� ��������		�
��� ��� 	^ ��
^���� ����^���7

0
�� �	��� 	2���� N ��� 4
	�� � �2 �
��� �� ��� 4����� ��	 32�� $#�

�
���
 &" (∗)
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S"`���^���
���5 �� ^ ���` (a, b, c) = (21, 2, 6)5 (3, 14, 12) �� (6, 14, 9)7 W"`������
���5 �� �"��+�

�^`�	�
��� ��� `�� ���	��� ���� ��	�����7

3

�
���G�G� &# ! ]����� a �� b ≥ 2 ���� ������� �d����	� ��� ��	� ��
���� ����� ���;

W������ ���

∃!(u0, v0) ∈ N2, u0a− v0b = 1, d��f u0 < b �� v0 < a (∗)

�� ����
�� �� ���f���� �� u0, v0, a �� b ���� 	�� f��	�� (u, v) ∈ Z2
��	������ �� ua−vb = 1;

" N"���
���� ���� ������� u �� v �"��/d�� 47u+ 111v = 1;

/
����
	" 
	 Q� ��"��!
� �� G����� ^����� 	1�������`� �� ���� ������� u1 �� v1 �"��+^�� u1a −
v1b = 17 T� �*�`��� ������� 	^ �������� ��`	������� �� u1 ^� b C u1 = bq+u05 ^��` 0 ≤ u0 < b7 T�

�_����� (bq+u0)a−v1b = 1 = u0a−v0b5 ^��` v0 = v1−aq7 I��` −1 ≤ v0b = u0a−1 < u0a < ba5
�� �� �����^�� ^� b ≥ 25 �� ���� 0 ≤ v0 < a7 F����5 ����� `��	� (u0, v0) �"��+� 	1^�������� (∗)7
H�`� "�^��5 `�����"���� �� `��	� (u, v) �"��+^�� ua− vb = 17 J� ����^�`�^�� � (∗)5 �� �_�����

(u− u0)a = (v − v0)b. (∗∗)

H�`� 
����� ��� a | (v − v0)b �� `�

� a �� b ���� ��
���� ����� ���5 	� ��"��!
� �� L^���

����^%�� a | (v − v0)7 X��� k ∈ Z ��	 ��� v = v0 + ka7 J� ��
	^ ^�� �^�� (∗∗)5 �� �_�����

(u, v) = (u0 + kb, v0 + ka)7 H�`� ����� ��� 	� `��	� (u0, v0) ��� _��� 	1������ `��	� �"��+^��

	^ ����"�" (∗)5 �� �"`������
���5 �� �"��+� �^`�	�
��� ��� 	�� `��	�� �� `���� ���
� ����

��	������ �� ua− vb = 17

�	 Q�� ��
_��� =@ �� ::: ���� ��
���� ����� ���5 u �� v �������� ���`7 S��� ^		��� 	�� �"���
����

���`� � 	1^	������
� �1J�`	���7 T� �*�`��� �1^_��� 	^ �������� ��`	������� �� ::: ^� =@

111 = 47× 2 + 17,

��� �� ��!�� �� �����^�� �������� 	� ��������� ^� 	� �����5 �����1� `� ��� 	� ����� "�^	� : C

47 = 17× 2 + 13, 17 = 13× 1 + 4, 13 = 4× 3 + 1.

T� ^�� 
^�����^�� �� 1 = 13− 4× 3 �� �� ��
���� C

1 = 13 − 4 × 3 = 13 − (17 − 13 × 1) × 3 = 4 × 13 − 3 × 17 = 4 × (47 − 17 × 2) − 3 × 17 =
4× 47− 11× 17 = 4× 47− 11× (111− 47× 2) = 26× 47− 11× 1115 �1�( 	� �"��	�^� ^��` u = 26
�� v = −117

E�
K����- S	 ������ ��� �"��	�d�� d�d	����� ��� 	�� �	��(
�� 6���� 	5����f�f� @ d�� C=7;

3���G�G� '# >� W������ ��� ��� ���� ������ �d����	 n9 5 | (23n+5 + 3n+1);
?� W������ ��� ��� ���� ������ n9 30 | (n5 − n);

@� [��	 ��� 	� ����� �� 	d �������� ��f	������� �� 16(2
1000)

d� D J

/
����
	" �� T� ^ 25 ≡ 2 (mod 5) �� 23n ≡ 8n ≡ 3n (mod 5) ���` 23n+5 ≡ 2 · 3n (mod 5) ��

23n+5 + 3n+1 ≡ 2 · 3n + 3 · 3n ≡ 0 (mod 5)7

�� I1^�!� 	� ��"��!
� �� K��
^�5 n5 ≡ n (mod 5)5 `1���6�6���� 5 | (n5 − n)7
I� 
#
�5 n3 ≡ n (mod 3) ���` n5 ≡ n3 · n2 ≡ n · n2 ≡ n3 ≡ n (mod 3)5 �" �" 3 | (n5 − n)7
Q�� ������� n �� n5

^�^�� 
#
� ^���"5 �� ^ ^���� 2 | (n5 − n)7
I� 	�� ;5 < �� > ���� ��
���� ����� ��� ���� � ����5 �� +�^	�
��� 30 = 2 · 3 · 5 ������ (n5 −n)7

�� U����� N = 16(2
1000)

7 N	 �1^��� �� �"���
���� 	^ `	^��� �� `�������`� �� N 
���	� @7 H�

�

16 ≡ 2 (mod 7)5 �� ^ �"�� N ≡ 22
1000

(mod 7)7 J� ��� �1���	���� 	^ ��	^���� 26 ≡ 1 (mod 7)
2��"��!
� �� K��
^�35 ��`���`���� 	� ����� �� 	^ �������� �� 21000 ^� ?7 Q^ ��	^���� 42 ≡ 4

�� �/'1&*1'.2# 02/ )#0 #+1'#/0 ��

(mod 6) ��
�� �1�_�����5 ^� �"`�����`� ��� n5 	^ ��	^���� 4n ≡ 4 (mod 6)5 ��^�� ��� ���� n7
J� ^���`�	���5 21000 ≡ 4500 ≡ 4 (mod 6)5 ���` �	 ������ �� ������ �^����	 q ��	 ��� 21000 = 6q+47

N	 �� ����� ��1� "`����

N ≡ 26q+4 ≡ (26)q · 24 ≡ 1q24 ≡ 24 ≡ 2 (mod 7),

�� 	� ����� ��`���`�" ��� ;7

3���G�G� ( �<�
F��� �� ;�������! ��
F��� �� 4��
E� # >� A�
L��� �� @��,

�����- ]����� a ≥ 2 �� n ≥ 2 ���� �������; ]� an − 1 ��� �� ��
e�� ��
���9 
������ ���

a = 2 �� ��� n ��� �� ��
e�� ��
��� 6�� ��
e�� �� 	d ���
� 2p − 1 �+ p ��� �� ��
e��

��
���9 ��� d�	" ��
L�� �� @�������7;

?� A�
L��� �� 9��
K�- ]��� n ∈ N∗
; ]� 2n +1 ��� �� ��
e�� ��
���9 
������ ��� n ���

��� ����d�f� �� ?;

/
����
	" �� Q1�������" xn − 1 = (x− 1)(xn−1 + · · ·+ x+ 1) 
����� ���

∀x ∈ N, x ≥ 2, (x− 1) ������ (xn − 1). (∗)
Q1������ an − 1 "�^�� ��
���5 �� �� �"���� a− 1 = 15 `1���6�6���� a = 27

�`������ n = pq �( p �� q ���� ���� ������� �^����	�7 T� ^ an − 1 = 2n − 1 = (2q)p − 1 ��

����� ��� (2q − 1) ������ an − 1 �1^�!� (∗)5 `� ��� ����^%�� q = 1 �� q = n ������ an − 1 ���

��
���7 Q1������ n ��� ���` ��
���7

�� Q������ n ��� �
^��5 	1�������" xn + 1 = (x+ 1)(xn−1 − · · ·+ x2 − x+ 1) ����^%��

∀x ∈ N, ∀n ∈ N, n �
^�� , (x+ 1) ������ (xn + 1). (∗∗)
X� n �1��� ^� ��� ����^�`� �� ;5 n ^ ^� 
���� �� �^`���� �
^�� p > 17 �`������ n = pq ^��`

q ∈ N∗
7 Q1������ 2n + 1 = (2q)p + 1 ��� ������_	� ^� (2q + 1) �1^�!� (∗∗)5 ���` ��� ��
���7

F����5 n ���� #��� ��� ����^�`� �� ;7

E�
K����- Vd �"f������ �� �"��	�d� �� 	d �������� d7 ��� �d����; Zd� ���
	�9 211− 1 =
23× 49 �5��� d� ��
���; M����d��9 �� ��� ������ �df�	�
��� 	d ��
d	��" ��� ��
e���

�� W������� ���f� d� ���� ����d�� 6���� �� V�fd�7;

F��� (Yn) 	K ����� ��%��� K� Y0 = 2 �� Yn+1 = 2Y 2
n − 1- F� n ≥ 3+ 2n − 1

��� ��
��� �� �� ���	�
��� �� (2n − 1) | Yn−2-

M� ���� d ��
�� �� ������� 	� 	�� ��d�� ��
e�� ��
��� f���� �� ?=?= G 282 589 933 − 19
��
e�� �5�� �� 
���� �� ?B 
�		���� �� f��.���9 "�de	� �� ?=>E d��f 	� ���� �� V�fd�;

Y� ������ �5�	 � d ��� ��/���" �� ��
e��� �� W������� ��
���� �� d�; X����� ��� 	��

��
e��� �� W������� dd�d������ �d�� 	�� ��
e��� d��d��� 6���� 	5����f�f� >= d�� >C7;

� A�
L��� �� 9��
K�- P��
d� d�d�� �"��/" ��� 22
n
+ 1 "�d�� ��
��� ��� 0 ≤ n ≤ 4

�� ���d�� ��� 22
n
+ 1 "�d�� ��
��� ��� ���� n; Wd�� O�	�� 
����d ��� 22

5
+ 1 =

641 × 67004179 �� �� d �����5�f� �����" d�f�� d���� ��
e�� �� P��
d� ��
���; Y� ��

�d�� 
#
� d� �5�	 � �� d 2 V� ����� �5"���� ? d�� AF ����� �� ���� �� ��
d	��" ��
	�

��� ��
e��� �� P��
d�;

3���G�G� )# ]��� A 	d ��

� ��� f��.��� �� 44444444 6"f��� �d�� 	� ����!
� �"f�
d	7 ��

B 	d ��

� ��� f��.��� �� A; [�� �d�� C9 	d ��

� ��� f��.��� �� B J

/
����
	" Q1����`�`� ����� ��������		�
��� ��� 	^ ��
^���� ����^���7

0
�� �	��� 	2���� N ��� 4
	�� � �2 �
��� �� ��� 4����� ��	 32�� $#�

�
���
 &" (∗)
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J� �*��7 T� ��� "`���� N = a0 + a1 · 10 + · · ·+ ap · 10p5 �( 	�� ai ���� ��� ������� `�
��� �����

9 �� B7 Q^ `�������`� 10 ≡ 1 (mod 9) ����^%�� 10i ≡ 1 (mod 9) ��� ���� i ���`

N =

p∑
i=0

ai10
i ≡

p∑
i=0

ai (mod 9).

T� ^	���� 
^�����^�� `� �"��	�^�7 T� ^ C ≡ B ≡ A ≡ 44444444 (mod 9)7 I1^�!� (∗)5
4444 ≡ 16 ≡ −2 (mod 9) ���` 44443 ≡ (−2)3 ≡ 1 (mod 9)5 �� `�

� 4444 = 3 · 1481 + 15 �� ^

44444444 = (44443)1481 · 4444 ≡ 1 · (−2) ≡ 7 (mod 9)7 K��^	�
���5

C ≡ 7 (mod 9). (∗∗)

R^������ 
^�����^�� C �� 
^��!�� � 
������ C = 77 Q� ��
_�� 44444444 "�^�� ���"����� �

100005000 = 10200005 �	 ^ ^� 	�� ;9999 `��*���7 I��` A �^�� ^� 	�� 9× 20000 = 1800005 ���` ^

^� 	�� ? `��*���5 ���` B �^�� ^� 	�� 6× 9 = 545 ���` C ≤ 5+ 9 = 147 I� (∗∗)5 �� ���� C = 77

E�
K����- M5��� 	d ����"�" (∗) ��� ��	���� 	� ���f�� �� 	d ����� d� F ��� 	5��

�.�f��� �d�� 	�� f	d���� �� 	5"f�	� ��
d���;

3���G�G� *# ]��� P = Xn+c1X
n−1+ · · ·+cn−1X+cn �� �	��(
� � f��1f����� �������;

W������ ��5��� �df��� �d������		� �� P ��� �"f���d���
��� ����!��;

/
����
	" X��� x = a/b ��� �^`��� �^������		� �� P 2a ∈ Z5 b ∈ N∗
5 a ∧ b = 137 T� ^

0 = bnP
(a
b

)
= an + c1a

n−1b+ · · ·+ cn−1ab
n−1 + cnb

n

���`

an = −b
(
c1a

n−1 + · · ·+ cn−1ab
n−2 + cnb

n−1
)
,

`� ��� 
����� ��� b ������ an7 Q�� ������� a �� b "�^�� ��
���� ����� ���5 `�`� �1��� ����_	� ���

�� b = 15 �1�( 	� �"��	�^�7

E�
K����- Y� �� �"���� �� d���f�	��� ��� 	d �df��� n:�!
� �� ���� ������ N ��� ����

����!��9 ���� ���d������		� 6f�����"��� 	� �	��(
� Xn −N7;

3���G�G� +# W������ ��5�	 � d ��� ��/���" �� ��
e��� ��
���� �� 	d ���
� 6k − 19
k ∈ N∗

;

/
����
	" W^�������� ^� 	1^_����� �� ����^�� ��1�	 �1� �� ^�� ��1�� ��
_�� +��7 I"�������

^� N 	� 	�� ��^�� �1����� ���7 Q1������ M = −1 + 6(N !) ��� �
^�� ���` 2 � M 7 I� 
#
�5

M ≡ −1 (mod 3) ���` 3 � M 7

X��� p �� �^`���� ��
��� �� M 7 X� p ��� �� 	^ ���
� 6k − 15 ^	��� p ≤ N ���` p | (6 · N !)5
�1�( p | (6N ! −M) = 15 `� ��� ��� �
����_	�7 Q� ��
_�� p �1��� ���` ^� �� 	^ ���
� 6k − 17
I� 	�� p �∈ {2, 3} `�

� �� 	1^ �� 	�� �^��5 ���` p ��� �� 	^ ���
� 6k + 1, k ∈ N∗

7 I^�� 	^

�"`�
������� M = pα1
1 · · · pαn

n �� M �� �^`����� ��
����5 �� ^ ���` pi ≡ 1 (mod 6) ��� ����

i5 �1�( M ≡ 1 (mod 6)5 `� ��� ��� ^_����� `^� M ≡ −1 (mod 6) ^� `������`����7

E�
K����- Y� ��� �"
������ �� 	d 
#
� 
d��!�� ��5�	 � d ��� ��/���" �� ��
e���

��
���� �� 	d ���
� 4k − 1; S	 ������ �� ��"��!
� 	�� �"�"�d	 6��"��!
� �� N���f�	��9

>E@D7 ��� ��� G

∀(a, b) ∈ (N∗)2+ a ∧ b = 1+ �	 ������ ��� ��%���� �� ��
L��� ��
���� ��

	K ���
� ak + b, k ∈ N-

�� �/'1&*1'.2# 02/ )#0 #+1'#/0 ��

Wd	��������
���9 f� �"��	�d� �5d ��f��� �d
d�� � #��� �e���� d� ��� 
����� "	"
��:

�d���� �� ��
	��; Y� ��� f����d�� 	� �"
������ �d�� f���d��� fd� d���f�	���� 6���� 	�

��e	!
� B d�� A=9 	d d���� C< �� ����� �5"���� ? d�� AF �� 	� ��e	!
� >> d�� FF7;

O� ���d�� πa,b(x) 	� ��
e�� �� ��
e��� ��
���� ≤ x �� 	d ���
� ak+ b9 	� ��"��!
�

�� N���f�	�� d����� "�d	�
��� ��� 	������ a ∧ b = 19 �� d πa,b(x) ∼x→+∞ π(x)/ϕ(a) 6�+

π(x) �"����� 	� ��
e�� �� ��
e��� ��
���� ≤ x �� ϕ(a) 	5����fd���� �5O�	�� �� a7;

3���G�G� ,# >� W������ ��5�	 �5������ d� �� �	��(
� P ��� f����d�� � f��1f�����

�������9 ��	 ��� P (n) ���� ��
��� ��� ���� ������ n ��"����� � �� f���d�� �d�� N ;

?� Y� f�����!�� �� �	��(
� P � k �d��de	�� �� � f��1f����� �������; Y� ��� f(n) =
P (n, 2n, 3n, . . . , kn)9 �� �� ����� limn→∞ f(n) = +∞ 6f�f� ��� "����� ��� ���f�����

f�

� f(n) = 2n5n − 10n + 77; W������ ��� f(n) �� ��� d� #��� �� ��
e�� ��
���

��� ���� ������ n ��"����� � �� f���d�� �d�� N ;

/
����
	" �� X������ ��1�� ��	 �	��'
� ������7 �`������ P =
∑n

k=0 ak X
k
7 Q1������ p =

P (N) =
∑n

k=0 ak N
k
��� ��
���7 T� ���� ������ �^����	 r �"��+�

P (N + rp) =
n∑

k=0

ak(N + rp)k ≡
n∑

k=0

akN
k ≡ 0 (mod p),

^����
��� ��� P (N + rp) ��� ������_	� ^� p ��� ���� ������ �^����	 r7 H�

� P (N + rp) ���

��
���5 �� ^ P (N + rp) = p ��� ���� ������ �^����	 r7 F����5 	� �	��'
� P (X) − p ^ ���

��+���" �� �^`����5 �	 ��� ���` ��	5 `� ��� ��� `����^��� ^�� �����!���7

�� X������ 	1�������`� �1��� ��		� ���`����7 Z� �� �1^�������� 
����� ��� f ��� �� 
�����

���� 	^ ���
�

f(n) =
m∑
r=1

(
qr∑
s=0

cr,sn
s

)
anr ,

�( 	�� ar �� cr,s ���� �������5 ^��` 1 ≤ a1 < a2 < · · · < am7 H�

� limn→∞ f(n) = +∞5 ��

��� ������ f(N) > am > · · · > a1 ≥ 1 2������ � ^��
����� N37 S����� p 	� ��
_�� ��
���

p = f(N)7 T� ^

∀� ∈ N, ∀s ∈ N, [N + �p(p− 1)]s ≡ N s (mod p),

�� �1^�!� 	� ��"��!
� �� K��
^�5 	������ 1 ≤ r ≤ m �� ^

ap−1
r ≡ 1 (mod p) ���` ∀� ∈ N, aN+�p(p−1)

r ≡ aNr (mod p).

K��^	�
���5

∀� ∈ N, [N + �p(p− 1)]saN+�p(p−1)
r ≡ N saNr (mod p),

�� `�`� ��� ���� 	�� ������� r, s ���` f [N + �p(p−1)] ≡ f(N) ≡ 0 (mod p)7 H�`� "�^�� ��^� ���

���� ������ �^����	 �5 �� ^_����� � ��� ^_������"7

3���G�G� -# Z��� ���� ������ �d����	 n9 �� ��� Fn = 22
n
+ 1 6��
e��� �� P��
d�7;

>� W������ ��� 	�� ��
e��� (Fn)n∈N ���� ��
���� ����� ��� ���� � ����;

?� O� �"����� ��� d���� �"
�����d���� �� �d�� ��5�	 � d ��� ��/���" �� ��
e��� ��
����;

/
����
	" �� X� n ∈ N5 k ∈ N∗
5 �	 �1^��� �� 
������ ��� Fn �� Fn+k ���� ��
���� ����� ���7 Q^

��	^����

Fn+k − 1 = 22
n+k

=
(
22

n)2k
= (Fn − 1)2

k

����^%��

Fn+k − 1 ≡ (Fn − 1)2
k ≡ (−1)2

k ≡ 1 (mod Fn)
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�� �� �/'1&*1'.2#� %/,2-#0 #1 �++#�24

J� �*��7 T� ��� "`���� N = a0 + a1 · 10 + · · ·+ ap · 10p5 �( 	�� ai ���� ��� ������� `�
��� �����

9 �� B7 Q^ `�������`� 10 ≡ 1 (mod 9) ����^%�� 10i ≡ 1 (mod 9) ��� ���� i ���`

N =

p∑
i=0

ai10
i ≡

p∑
i=0

ai (mod 9).

T� ^	���� 
^�����^�� `� �"��	�^�7 T� ^ C ≡ B ≡ A ≡ 44444444 (mod 9)7 I1^�!� (∗)5
4444 ≡ 16 ≡ −2 (mod 9) ���` 44443 ≡ (−2)3 ≡ 1 (mod 9)5 �� `�

� 4444 = 3 · 1481 + 15 �� ^

44444444 = (44443)1481 · 4444 ≡ 1 · (−2) ≡ 7 (mod 9)7 K��^	�
���5

C ≡ 7 (mod 9). (∗∗)

R^������ 
^�����^�� C �� 
^��!�� � 
������ C = 77 Q� ��
_�� 44444444 "�^�� ���"����� �

100005000 = 10200005 �	 ^ ^� 	�� ;9999 `��*���7 I��` A �^�� ^� 	�� 9× 20000 = 1800005 ���` ^

^� 	�� ? `��*���5 ���` B �^�� ^� 	�� 6× 9 = 545 ���` C ≤ 5+ 9 = 147 I� (∗∗)5 �� ���� C = 77

E�
K����- M5��� 	d ����"�" (∗) ��� ��	���� 	� ���f�� �� 	d ����� d� F ��� 	5��

�.�f��� �d�� 	�� f	d���� �� 	5"f�	� ��
d���;

3���G�G� *# ]��� P = Xn+c1X
n−1+ · · ·+cn−1X+cn �� �	��(
� � f��1f����� �������;

W������ ��5��� �df��� �d������		� �� P ��� �"f���d���
��� ����!��;

/
����
	" X��� x = a/b ��� �^`��� �^������		� �� P 2a ∈ Z5 b ∈ N∗
5 a ∧ b = 137 T� ^

0 = bnP
(a
b

)
= an + c1a

n−1b+ · · ·+ cn−1ab
n−1 + cnb

n

���`

an = −b
(
c1a

n−1 + · · ·+ cn−1ab
n−2 + cnb

n−1
)
,

`� ��� 
����� ��� b ������ an7 Q�� ������� a �� b "�^�� ��
���� ����� ���5 `�`� �1��� ����_	� ���

�� b = 15 �1�( 	� �"��	�^�7

E�
K����- Y� �� �"���� �� d���f�	��� ��� 	d �df��� n:�!
� �� ���� ������ N ��� ����

����!��9 ���� ���d������		� 6f�����"��� 	� �	��(
� Xn −N7;

3���G�G� +# W������ ��5�	 � d ��� ��/���" �� ��
e��� ��
���� �� 	d ���
� 6k − 19
k ∈ N∗

;

/
����
	" W^�������� ^� 	1^_����� �� ����^�� ��1�	 �1� �� ^�� ��1�� ��
_�� +��7 I"�������

^� N 	� 	�� ��^�� �1����� ���7 Q1������ M = −1 + 6(N !) ��� �
^�� ���` 2 � M 7 I� 
#
�5

M ≡ −1 (mod 3) ���` 3 � M 7

X��� p �� �^`���� ��
��� �� M 7 X� p ��� �� 	^ ���
� 6k − 15 ^	��� p ≤ N ���` p | (6 · N !)5
�1�( p | (6N ! −M) = 15 `� ��� ��� �
����_	�7 Q� ��
_�� p �1��� ���` ^� �� 	^ ���
� 6k − 17
I� 	�� p �∈ {2, 3} `�

� �� 	1^ �� 	�� �^��5 ���` p ��� �� 	^ ���
� 6k + 1, k ∈ N∗

7 I^�� 	^

�"`�
������� M = pα1
1 · · · pαn

n �� M �� �^`����� ��
����5 �� ^ ���` pi ≡ 1 (mod 6) ��� ����

i5 �1�( M ≡ 1 (mod 6)5 `� ��� ��� ^_����� `^� M ≡ −1 (mod 6) ^� `������`����7

E�
K����- Y� ��� �"
������ �� 	d 
#
� 
d��!�� ��5�	 � d ��� ��/���" �� ��
e���

��
���� �� 	d ���
� 4k − 1; S	 ������ �� ��"��!
� 	�� �"�"�d	 6��"��!
� �� N���f�	��9

>E@D7 ��� ��� G

∀(a, b) ∈ (N∗)2+ a ∧ b = 1+ �	 ������ ��� ��%���� �� ��
L��� ��
���� ��

	K ���
� ak + b, k ∈ N-

�� �/'1&*1'.2# 02/ )#0 #+1'#/0 ��

Wd	��������
���9 f� �"��	�d� �5d ��f��� �d
d�� � #��� �e���� d� ��� 
����� "	"
��:

�d���� �� ��
	��; Y� ��� f����d�� 	� �"
������ �d�� f���d��� fd� d���f�	���� 6���� 	�

��e	!
� B d�� A=9 	d d���� C< �� ����� �5"���� ? d�� AF �� 	� ��e	!
� >> d�� FF7;

O� ���d�� πa,b(x) 	� ��
e�� �� ��
e��� ��
���� ≤ x �� 	d ���
� ak+ b9 	� ��"��!
�

�� N���f�	�� d����� "�d	�
��� ��� 	������ a ∧ b = 19 �� d πa,b(x) ∼x→+∞ π(x)/ϕ(a) 6�+

π(x) �"����� 	� ��
e�� �� ��
e��� ��
���� ≤ x �� ϕ(a) 	5����fd���� �5O�	�� �� a7;

3���G�G� ,# >� W������ ��5�	 �5������ d� �� �	��(
� P ��� f����d�� � f��1f�����

�������9 ��	 ��� P (n) ���� ��
��� ��� ���� ������ n ��"����� � �� f���d�� �d�� N ;

?� Y� f�����!�� �� �	��(
� P � k �d��de	�� �� � f��1f����� �������; Y� ��� f(n) =
P (n, 2n, 3n, . . . , kn)9 �� �� ����� limn→∞ f(n) = +∞ 6f�f� ��� "����� ��� ���f�����

f�

� f(n) = 2n5n − 10n + 77; W������ ��� f(n) �� ��� d� #��� �� ��
e�� ��
���

��� ���� ������ n ��"����� � �� f���d�� �d�� N ;

/
����
	" �� X������ ��1�� ��	 �	��'
� ������7 �`������ P =
∑n

k=0 ak X
k
7 Q1������ p =

P (N) =
∑n

k=0 ak N
k
��� ��
���7 T� ���� ������ �^����	 r �"��+�

P (N + rp) =
n∑

k=0

ak(N + rp)k ≡
n∑

k=0

akN
k ≡ 0 (mod p),

^����
��� ��� P (N + rp) ��� ������_	� ^� p ��� ���� ������ �^����	 r7 H�

� P (N + rp) ���

��
���5 �� ^ P (N + rp) = p ��� ���� ������ �^����	 r7 F����5 	� �	��'
� P (X) − p ^ ���

��+���" �� �^`����5 �	 ��� ���` ��	5 `� ��� ��� `����^��� ^�� �����!���7

�� X������ 	1�������`� �1��� ��		� ���`����7 Z� �� �1^�������� 
����� ��� f ��� �� 
�����

���� 	^ ���
�

f(n) =
m∑
r=1

(
qr∑
s=0

cr,sn
s

)
anr ,

�( 	�� ar �� cr,s ���� �������5 ^��` 1 ≤ a1 < a2 < · · · < am7 H�

� limn→∞ f(n) = +∞5 ��

��� ������ f(N) > am > · · · > a1 ≥ 1 2������ � ^��
����� N37 S����� p 	� ��
_�� ��
���

p = f(N)7 T� ^

∀� ∈ N, ∀s ∈ N, [N + �p(p− 1)]s ≡ N s (mod p),

�� �1^�!� 	� ��"��!
� �� K��
^�5 	������ 1 ≤ r ≤ m �� ^

ap−1
r ≡ 1 (mod p) ���` ∀� ∈ N, aN+�p(p−1)

r ≡ aNr (mod p).

K��^	�
���5

∀� ∈ N, [N + �p(p− 1)]saN+�p(p−1)
r ≡ N saNr (mod p),

�� `�`� ��� ���� 	�� ������� r, s ���` f [N + �p(p−1)] ≡ f(N) ≡ 0 (mod p)7 H�`� "�^�� ��^� ���

���� ������ �^����	 �5 �� ^_����� � ��� ^_������"7

3���G�G� -# Z��� ���� ������ �d����	 n9 �� ��� Fn = 22
n
+ 1 6��
e��� �� P��
d�7;

>� W������ ��� 	�� ��
e��� (Fn)n∈N ���� ��
���� ����� ��� ���� � ����;

?� O� �"����� ��� d���� �"
�����d���� �� �d�� ��5�	 � d ��� ��/���" �� ��
e��� ��
����;

/
����
	" �� X� n ∈ N5 k ∈ N∗
5 �	 �1^��� �� 
������ ��� Fn �� Fn+k ���� ��
���� ����� ���7 Q^

��	^����

Fn+k − 1 = 22
n+k

=
(
22

n)2k
= (Fn − 1)2

k

����^%��

Fn+k − 1 ≡ (Fn − 1)2
k ≡ (−1)2

k ≡ 1 (mod Fn)

9782340-056763_001_414.indd   159782340-056763_001_414.indd   15 28/05/2021   11:5428/05/2021   11:54



�� �� �/'1&*1'.2#� %/,2-#0 #1 �++#�24

���` Fn | (Fn+k − 2)7 F����5 	� �`� d �� Fn �� Fn+k ������ Fn+k − 27 H�

� �� 	�� d | Fn+k5

d ������ ;5 �� Fn "�^�� �
^��5 �� ^ �"`���^���
��� d = 17

�� U��� ���� n ∈ N5 ������ pn �� �^`���� ��
��� �� Fn7 Q�� Fn "�^�� ��
���� ����� ��� ���� �

����5 	�� (pn)n∈N ���� ������`�� ���� � ����7 T� ^ ���` �����" ��� ��+���" �� ��
_��� ��
����7

E�
K����- Z��/���� �� �f� ��� �d�	�� ���	���� �"��	�d�� �d�� 	5�������� ��� ��
e���

��
����; V�� ���f� �d�d���� �"�� ��5�	 � �� d�d�� ��� ��/���"; V� ���� �"��	�d� ����d�� ���

	� ��"��!
� ��� ��
e��� ��
����;

F� ∀x > 0+ π(x) ������� 	� ��
L�� �� ��
L��� ��
���� ���������� � x+
�� K π(x) ∼ x/ log(x) 	������ x ���� ���� 	(��%��-

S	 ��� �"
����" ��� 	d ��
�!�� ���� �� ������ ��
�	�d�"
��� d� T; Rd�d
d�� �� M; N�

	d d̀		"� Z������ �� >EFC; V�� �"
�����d����� 	�� 	�� f	d������� �� f� �"��	�d� ���� d�	

� 	d ���f���� ζ �� \��
d��; _�� ����� �� ��� ����"� �� d����� �� ��
� �5K�d	��� 6�

d���� �� 	d �����!
� "������7;

3���G�G� %$ �<�
F��� E��E��� # ! >� Z��� ���� ������ �d����	 ��� ��	 n9 �� ����

σ(n) 	d ��

� ��� ��������� �� n; O���
�� σ(n) �� ���f���� ��� ���
�� ��������d�� �d��

	d �"f�
������� �� n �� �df����� ��
����; W������ ���

n ∧m = 1 =⇒ σ(nm) = σ(n)σ(m). (∗)
?� Y� ��� ��5�� ������ �d����	 ��� ��	 n ��� d��d�� �5�	 ��� "�d	 � 	d ��

� �� ��� ���������

d����� ��� 	�� 
#
� 6�- �- �� σ(n) = 2n7; ]� 2p − 1 ��� �� ��
e�� ��
���9 
������ ���

n = 2p−1(2p − 1) ��� �� ��
e�� d��d��;

@� \"f������
���9 �"
������ ��5�� ��
e�� d��d�� d�� n ��� �� 	d ���
� 2p−1(2p − 1)9
�+ 2p − 1 ��� �"f���d���
��� �� ��
e�� ��
���;

" 6X�
e��� d��d��� �
d���7; >� 6^�"��!
� �5O�	��7; W������ ��� �5�	 ������ �� ��
e��

d��d�� �
d�� n9 d	��� �	 ��� �"f���d���
��� �� 	d ���
�

n = p1+4αQ2
d��f p ��
���9 p ≡ 1 (mod 4)9 α ∈ N9 �� Q ∈ N∗

d��f p ∧Q = 1.

6S���fd���� G � d���� �� 	d �"f�
������� �� �df����� ��
���� n =
∏

pαi
i 9 "������ 	d �d	���

�� σ(pαi
i ) 
���	� 4;7

?� W������ ��5�� ��
e�� d��d�� �
d�� d d� 
���� 3 �df����� ��
���� ������f��;

/
����
	" 
	�� X� n = pα1
1 · · · pαk

k ��� 	^ �"`�
������� �� n �� �^`����� ��
����5 �� ^

σ(n) =
∑

0≤β1≤α1···
0≤βk≤αk

pβ1
1 pβ2

2 · · · pβk
k =

k∏
i=1

(1 + pi + · · ·+ pαi
i ) =

k∏
i=1

(
pαi+1
i − 1

pi − 1

)
.

Q^ ����"�" (∗) �� �"`��	� �

"��^��
���7

�� T� ^	���� 	�� �"��	�^�� �� 	^ �������� �"`"����� ��� "`����

σ(n) = σ[2p−1(2p − 1)] = σ(2p−1)σ(2p − 1) = (2p − 1)2p = 2n.

�� Q^ �"`������ ��� 	�� �"	�`^��7 H�

� n ��� ^��5 �	 ������ �� ������ p ≥ 2 ��	 ��� n =
2p−1m ^��` m �
^��7 Q� �^�� ��� 2p−1 ∧ m = 1 ���� ^������� � ���	���� (∗)5 �� ����� ���

σ(n) = σ(2p−1)σ(m) = (2p − 1)σ(m)7 T� σ(n) = 2n = 2pm ���` (2p − 1) | 2pm5 �� `�

�

(2p− 1)∧ 2p = 15 �1^�!� 	� ��"��!
� �� L^��� �� ^ (2p− 1) | m7 F����
��� ���5 �	 ������ � ∈ N∗

��	 ��� m = (2p−1)�7 Q^ ��	^���� 2pm = 2n = σ(n) = (2p−1)σ(m) ����^%�� σ(m) = 2p� = m+�7
X� � > 15 m ^ ^� 
���� ����� ��������� ������`�� ��� ���� :5 � �� m5 �1�( σ(m) ≥ m + � + 15

`� ��� ��� ^_�����7 I��` � = 15 m = 2p − 1 �� σ(m) = m + � = m + 1 D �� �� �"���� ���

�� �/'1&*1'.2# 02/ )#0 #+1'#/0 ��

	�� ���	� ��������� �� m ���� : �� m5 ���` m ��� �� ��
_�� ��
���7 J� �"��
"5 �� ���� ^����

n = 2p−1(2p − 1) �( 2p − 1 ��� �� ��
_�� ��
���7

�	�� H�����"���� 	^ �"`�
������� �� n �� �^`����� ��
���� n = pα1
1 · · · pαk

k 7 I1^�!� :8^35 �� ^

σ(n) = σ(pα1
1 ) · · ·σ(pαk

k )7 H�

� n ��� �� ��
_�� �
^��5 �� ^ 2n ≡ 2 (mod 4)7 X� n ��� ^��^��5

^	��� σ(n) = 2n ���` σ(pα1
1 ) · · ·σ(pαk

k ) ≡ 2 (mod 4)7 H�`� �
	���� ���`"
��� ��1�	 ������ �� ��

�� ���	 ����`� i ��� 	����	 σ(pαi
i ) ≡ 2 (mod 4) �� ��� 	�� ^����� �"��+��� σ(pαi

i ) ≡ ±1 (mod 4)7
V����� � ����
"����� 	�� pi5 �� ��� ���` ������ ���

σ(pα1
1 ) ≡ 2 (mod 4) �� ∀i ≥ 2, σ(pαi

i ) ≡ ±1 (mod 4). (∗∗)
Q�� pi ���� ��� ��
_��� ��
���� �
^��� `^� n ��� �
^��7 S��� ��^����� ���� `^� ��	�� ���

pi ≡ −1 �� 1 (mod 4)7

2�3 X� pi ≡ −1 (mod 4)5 ^	��� 	1"�^	��" σ(pαi
i ) = 1 + pi + · · ·+ pαi

i ����^%��

σ(pαi
i ) ≡ 1 + (−1) + · · ·+ (−1)αi ≡

{
0 (mod 4) �� αi ��� �
^��,

1 (mod 4) �� αi ��� ^��.

I1^�!� (∗∗) �� �� �"���� i ≥ 2 �� αi ��� ���`"
��� �� ��
_�� ^��7

2��3 Q������ pi ≡ 1 (mod 4)5 �� ^

σ(pαi
i ) = 1 + pi + · · ·+ pαi

i ≡ αi + 1 (mod 4).

F��` (∗∗)5 �� �� �"���� ��� α1 ≡ 1 (mod 4) �� ��� αi ��� ^�� ��� i ≥ 27

J� �"��
"5 �� ^ ���`"
��� p1 ≡ 1 (mod 4)5 α1 ≡ 1 (mod 4) �� �^�� ���� 	�� `^�5 αi ��� ^��

	������ i ≥ 27 Q� �"��	�^� �� �"`��	� ^��` p = p15 α = (α1 − 1)/4 �� Q = p
α2/2
2 · · · pαk/2

k 7

�� X��� n = pα1
1 · · · pαk

k 	^ �"`�
������� �� �^`����� ��
���� �� n5 ^��` p1 < p2 < . . . < pk7 X�
n ��� ^��^��5 	1"�^	��" σ(n) = 2n ����^%��

2 =
σ(n)

n
=

k∏
i=1

σ(pαi
i )

pαi
i

=

k∏
i=1

(
1 +

1

pi
+ · · ·+ 1

pαi
i

)
≤

k∏
i=1

1

1− 1/pi
. (∗∗∗)

X� k = 15 �� ^ p1 ≥ 3 �� (∗∗∗) ����^%�� 2 ≤ (1− 1/p1)
−1 ≤ 3/2 `� ��� ��� ^_�����7 X� k = 25 ^	���

p1 ≥ 3 �� p2 ≥ 55 ���` �1^�!� (∗∗∗) �� ^ 2 ≤ (1 − 1/p1)
−1(1 − 1/p2)

−1 ≤ (3/2) · (5/4) = 15/8
`� ��� ��� ^_�����7 I��` k ≥ 37

E�
K����- Y� �� f���d%� d�f�� ��
e�� d��d�� �
d��9 �� �� �d�� 
#
� d� �5�	 � �� d;

Y���� 	� �"��	�d� ?<d79 �� �d�� ��� �5�	 �� ������ �� d	��� �	 d d� 
���� >B== f��.���

�"f�
d�� �� �	 d d� 
���� >= �df����� ��
���� ������f�� ���� 	� 	�� ��d�� ��� ��"�����

� 108;

3���G�G� %% �A�����
� �� :�����		� # ]��� p > 5 �� ������; W������ ��� 	5"��d����

�� m ∈ N∗

(p− 1)! + 1 = pm

�5d d� �� ��	�����;

/
����
	" H�

� p > 55 (p− 1)! + 1 ��� �
^�� ���` pm ��� �
^��5 ���` p ��� �
^��7 T� p > 5

���` 2 < p−1
2 < p− 15 �1�(

(p− 1)2 = 2 ·
(
p− 1

2

)
· (p− 1) ������ (p− 1)!.

H�`� "�^��5 ������� (p − 1)! + 1 = pm7 H�

� (p − 1)! = pm − 15 (p − 1)2 ������ pm − 1 =
(p− 1)(1 + p+ · · ·+ pm−1)5 ���` (p− 1) ������ 1 + p+ · · ·+ pm−1

7 T� p ≡ 1 (mod p− 1) ���`

1 + p + · · · + pm−1 ≡ m (mod p − 1)5 `� ��� ����� (p − 1) | m7 H�`� 
����� m ≥ p − 1 ���`

pm ≥ pp−1 > (p − 1)p−1 > (p − 1)!5 �� +�^	�
��� (p − 1)! + 1 < pm �� 	1"��^���� ����"� �1^

^� �� ��	�����7
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